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della matrice € delle componenti di deformazione ey: L’equazione del legame
elastico (11.18.4) si traduce allora nella:

o =Cyl + Ce + Cyle)* + Gy(e)* + ... (11.18.6)

dove 1 denota la matrice identitd e dove C,, C;, C,, ... sono coefficienti scalari
dipendenti, generalmente, dalle componenti di deformazione. Orbene, per otte-
nete che Iespressione (11.18.6) sia insensibile a qualunque rotazione della terna
matetiale, occorre ¢ basta supporre che i coefficienti Cy, C,, C,, ... siano #ma-
rianti tispetto a una trasformazione ortogonale del riferimento e cioé che siano
funzioni degli invariand I, II,, III, della deformazione.

qui opportuno ricordare un importante contributo di M. Reiner?® sy
questo tema. I tre invarianti I, II,, III, sono, come & noto, i coefficienti del-
Pequazione caratteristica (o «secolare »):

S—ILe+ ILe—TIL =0 (11.18.7)

Ora, un teotema fondamentale di algebra, il teorema di Cayley-Hamilton,
afferma che ogni matrice simmettica vetifica la proptia equazione caratteristica:
il che vuol dire, nel nostro caso, che all’equazione (11.18.7) nell’incognita sca-
lare ¢ si pud associare la seguente equazione matriciale, o meglio, la seguente
identitd matriciale:

(EP—I(e?+ eI, 1=0 (11.18.8)

Da tale identitd si pud ricavare (g)® in funzione di (e)? e di €; anzi, tutti
i termini dello sviluppo (11.18.6) successivi a (€)? possono essete espressi, con
opportune elaborazioni, mediante Ia (11.18.8), in funzione di (£)? e di &. Percid
Pequazione di legame elastico isotropo (11.18.6) pud essete ricondotta alla
forma chiusa:

o =K1+ K, e+ K,(e)? (11.18.9)

dove Ky, Ky, K, sono funzioni degli invarianti I,, II, IIT,.

Cid posto, introduciamo Pipotesi ultetiore che il legame elastico isotropo
sia lineare. Ne segue allora che dallo sviluppo (11.18.6) debbono essete cancel-
lati i termini contenenti potenze supetioti alla ptitna di £; di pid, anche i coeffi-
cienti Gy e C;, unici sopravvissuti, non possono dipendere dal secondo e dal
terzo invatiante poiché in essi figurano i prodotti tra le componenti della defor-
mazione. In definitiva, si riconosce facilmente che, per la linearits, C, dev’essere
funzione lineare di I, e C; dev’essete costante. Se poi si assume che la tensione
sia aulla per deformazione nulla, la dipendenza lineare tra C, e I, diventa sem-
plice proporzionalitd, secondo la:

28 M. Relner, A mathematical theory of dilatancy, “Am. J. Math.”, 67, pp. 350-362, 1945;
Elasticily beyond the elastic limit, “Am, J. Math,”, 70, pp. 433-446, 1948.
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Cy= I, (11.18.10)
dove 2 & una costante; il valote costante di C; & generalmente indicato intro-
ducendo il «modulo elastico tangenziale» G e ponendo C, = 2G. Pettanto
la (11.18.6) prende la forma:

o= AN.14 2Ge (11.18.11)
ovvero, in termini di componenti:

Gxx = Aexx ~ eyy + 25) + 2Gexx

Cyy = 7\(53:: + Eyy ‘+— Ezz) + ZG'Eyy

Gzz = 7\(&:): + gyy + Szz) 4+ 2Gez

11.18.12
Oxy = ZG'Eny ( )
Gxz = ZGExz
Oyz = ZGEyz

Le ultime tre equazioni chiatiscono da sé perché si sia denominata « modulo
clastico tangenziale » la costante G. Le (11.18.12) sono state scritte, nella pre-
sente forma, da G. Lamé nel suo testo Legons sur la théorie mathématique de Pela-
sticité des corps solides del 1852, e spesso sono menzionate dalla letteratura tec-
nica, appunto, come « equazioni di Lamé».

conveniente anche esprimere il legame o> £ in senso inverso, ponendo
cio le componenti di deformazione in funzione delle componenti di tensione.
Basta, a tal fine, risolvere le (11.18.12) tispetto alle &:5; si ottiene:

1
Exx = f (G'xx— V(G‘yy + Gzz))
o 1 <l
Swv =g (ovy— v(o2x + 622))
1

€zz = T (Gzz— V(Gxx -+ Gw))

(11.18.13)
Exy = ﬁ Oxy
Exz = ple Oxz
1

W= o

dove il coefficiente v (introdotto da Poisson) & legato a A ¢ 2 G dalla
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A
V= (11.18.14)
mentre il coefficiente E & il modulo normale di elasticitd di Young che gia
conosciamo. Hsso ¢ legato a A ¢ 2 G dalla:

_ G(3\ + 2G)

E=—"500 (11.18.15)

Si ha pure la:
E=2(1+vWG (11.18.16)
che deriva immediatamente dalla (11.18.15), tenendo conto della (11.18.14).

1119 INTERPRETAZIONE MECCANICA.
DELLE RELAZIONI OTTENUTE

B necessario capir bene il significato delle equazioni (11.18.13) il cui ruolo
& fondamentale per le applicazioni. Dato dunque un materiale isotropo, se ne
tragga un cubo di lato unitario e si dicano x,y, z le direzioni rispettive dei
lati. Se si applica sulle facce normali a x una tensione uniforme positiva oxx,
Oxx |
E°*
ci¢ deriva dalla legge di Hooke-Bernoulli, ma & anche confermato dalla prima
delle (11.18.13), ove si ponga oyy = oz = 0. In pari tempo, perd, il cubo si
assottiglia o si contrae rispetto alle direzioni y e z; per Pisotropia, la contrazione
& identica sui due lati. Ebbene, cid & confermato dalla seconda e dalla terza
delle (11.18.13), le quali infatti porgono, per ozx7 0 € oyy = gu = 0:

sappiamo che si verifica un allungamento secondo x misurato da ex =

VOxx VOxx

ey =—pr em—— (11.19.1)

11 coefficiente v di Poisson esptime dunque un fatto preciso: misura la
« contrazione laterale» che si manifesta come si & detto. Ricordando che

Oxx . 5\ h 3 .
exx = —f > i puo anche sctivere:

Eyy

Exx

Ezz

(11.19.2)

v =

Exx

ossia, v rappresenta il rapporto tra la contrazione laterale e la dilatazione lineare
che vi corrisponde.

In sintesi, le prime tre equazioni delle (11.18.13) si riferiscono al caso pilt
generale in cui siano contemporaneamente presenti oxx, Gyy € Cza.
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Ora assoggettiamo il nostro cubo all’azione simultanea di una tensione
positiva oxx sulle facce perpendicolari all’asse x ¢ di una tensione negativa di
uguale intensitd oyy sulle facce perpendicolari all’asse y. In formule, detto o
un certo valoge di tensione, sia (fig. 11.33):

Oxx = 6 Gyy = —¢& (11.19.3)
Dalle (11.18.13) detiva:

axx=—%(1+v)

Eyy = — % 1+ (11.19.4)

2z = Exy = Exz = Eyz =— 0

Immaginiamo che in un corpo indefinito dello stesso matetiale operi lo
stato di tensione ¢ di deformazione or ora descritto. Se di tale corpo con-
sideriamo un cubo di lato unitario ¢ disposto con un lato parallelo a z e con
glialtri due lati inclinati di 45° tispetto a x e a ¥, & facile ticonoscere (ad esempio
utilizzando il « cetchio di Moht») che sulle facce del cubo parallele all’asse =z
si ha soltanto una tensione tangenziale oxy di intensitd ¢ (fig. 11.34). Inoltre,

. . [e3 . . . 2 .
Pallungamento unitario E(j -+ v) nella direzione x e l’accorciamento uni-

tatio -—% (1 4 v) nella direzione y producono una dilatazione angolare exy

pari a < (14 v).

Fig. 11.33. Fig. 11.34.
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Ne deriva che la quarta delle (11.18.13), ciod la:

Sy = por (11.19.5)

. < . A (o)
puod essere trasformata introducendo in luogo di =y il suo valore = 149

e in luogo di axy il suo valore o. Si ottiene cosi la seguente relazione tra le
costanti elastiche E, G e il coefficiente v:

S ob S (11.19.6)
B 2G

La (11.18.16) & pertanto chiarita nel suo significato meccanico : essa esprime
il fatto che lo scotrimento angolare, di cui & responsabile il modulo G, non
pud esser disgiunto dalle dilatazioni lineati che si verificano secondo x e y,
e che sono goverpate dalle costanti di Young e di Poisson.

11.20 LA CONTROVERSIA SULLE COSTANTI ELASTICHE

A duesto punto, la contraddizione tra la teoria molecolare di N‘c?.vier e
quella di Cauchy che abbiamo studiato sinora, si profila con graﬂfle evidenza,
Una buona volta, quante sono le costanti elastiche in un cotrpo 1sotr9po? "9:
8i riducono a quell’unica % che si era introdotta, alla scuola di Navier e di
Cauchy, nel par. 11.3? Oppute sono due ben distinte, poniamo A e G, come
lo stesso Cauchy ci ha condotto a titenere? I pareri degli scienziati restarono
discordi per quasi tutto I’Ottocento. Ma prima di ricordare qualcosa della
« controversia sulle costanti elastiche », & opportuno che ci domandiamo quale
dovrebbe essere il valore del coefficiente di contrazione laterale v nell’ipotesi
di una sola costante. A tal fine si pud, ad esempio, seguite la seguente strada:
otteniamo dapprima le eguazgioni di equilibrio in termini di spostamento, seguendo
Pipotesi delle due costanti e quindi confrontiamole con le (11.3.14) di Navier.
La cosa non presenta alcuna difficoltd : basta sostituire nelle cquazioni di equi-
librio (11.7.8), in luogo delle tensioni, le deformazioni, utilizzando il legame
(11.18.12), e poi tener conto della congruenza (11.13.11). In definitiva, le equa-
zioni cercate sono:

A+ 2G d%ux ux 0%uyx A+ G ( Quy 2%u, )]
G[ G ox2 oy? £ 0z2 7 G ox oy T 0x 0z i

4w, {TO0D

(e analoghe).

29 A rigori occorre aggiungete: in un cotpo isotropo soggetto a deformazioni infinitesime
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Ora il confronto con le (11.3.14) ci dice che, pet la teoria ad una costante,
dovrebbe aversi:

G=¢ 221G _, (11.20.2)

ossia A = G. Percid la (11.18.14) verrebbe ad affermare che il coefficiente v ha
sempre, per tuiti i corpi isotropi il valore v = 0,25, mentre il modulo di ela-
sticita tangenziale e quello di Young dovrebbeto esser legati, per la (11.18.16),
dalla relazione G = 0,4E.

Dinanzi ad asserzioni cosl nette potremmo pensare che una decisione in
merito alla bontd della teoriz molecolate fosse ormai consegnata alla verifica
sperimentale e per prender partito a favote o contto fosse sufficiente acce-
tare se era proprio vero che in tutti i corpi isotropi risultasse v = 0,25 ¢
G = 0,4E. Invece non fu cosl: il dibattito restd a lungo vivace e apetto anche
dopo che W. Wertheim (1815-1861) — raffinato e rigoroso sperimentatore,
vero pioniere in questo campo della meccanica — aveva chiaramente dimo-
strato *° che per i materiali metallici era pilt appropriata una determinazione

di v vicina a 5 Anzi, proprio Wertheim continud a professatsi sostenitore

della teoria « uni-costante » pur non riuscendo a darsi ragione del vistoso divatio.
Né la polemica cessd a seguito dei numerosi esperimenti di F. Neumann e poi
di G. R, Kirchhoff** dai quali appariva, di 14 da ogni dubbio, che per Paccizio
v vale 0,294 e per I'ottone 0,387. Come mai questo non arrendersi all’evidenza
dei fatti? La ragione si intende osservando che il concetto di cofpo isotropo
e, in s¢, un’astrazione, un modello mentale; chi pud affermare che il tal provino
o il tal matetiale & «sigorosamente » isotropo?

Non deve dunque stupire se i maggiori « elasticisti» — soprattutto quelli
dellarea culturale francese — si mantenessero generalmente fedeli alle tesi
della teoria molecolate: cosi fece Cauchy, cosi Poisson **, cosi — put con
qualche ambiguitd — Lamé *, cosi infine, ¢ con incredibile tenacia, Saint-Venant.
Forse non sembrava loto ragionevole tinunciare allz meta di una perfetta spie-
gazione del fenomeno fisico dal livello atomico a quello mactroscopico, quando
ormai la meta si poteva avvistare con chiarezza, 2d esempio nella straordinaria
convergenza tra le equazioni di equilibsio in termini di spostamento (11.20.1)
dedotte dal legame elastico fenomenologico alla Hooke, e le equazioni di Navie
(11.3.14) dedotte dall’attrazione intermolecolare alla Boscovich. Non era questo
un itinerario suggestivo, assai simile, del resto, 2 quello che stava trionfando
in termodinamica con la teoria cinetica dei gas, dove, analogamente, i risultati

30 Y. Wettheim, Mémoire surléguilibre des corps solides homogines, ““ Ann, Chim.”, 23, pp. 52-95, 1848,

31 G, R. Kirchhoff, Uber das Verhiliniss der Quercontraciion sur Léngendilatation bei Stdben von
Sederbarten Stabl, “Pogg. Ann. Physik u. Chem.”, 705, pp. 369-392, 1859.

$2 8. D. Poisson, Meuwire sur Péguilibre et le monvensent des corps élastigues, “Mém, Acad, Paris”,
8, pp. 357-370, 1829,

33 G. Lamé, Legons sur la théorie mathématiqus ds ! *élasticité, Paris, 1852,
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dell’espetienza erano intetpretati da una lettura statistica degli urti tra mole-
cola e molecola? Non era questa una grandiosa conferma dell’armonia di tutta
la realtd fisica, dagli ammassi stellari sino alle piti piccole particelle, governata
da una legge universale di attrazione?

E probabile che la « controversia sulle costanti» non avrebbe solleticato
alla polemica, se non vi fosse stato George Green a porre la questione in ter-
mini quasi filosofici, quasi come un confronto tra due « massimi sistemi» del
mondo, o meglio come un’alternativa epistemologica sugli obiettivi della cono-
scenza scientifica. Green (1793-1841) fu una tipica figura di scienziato inglese,
almeno per quel tempo: come numerosi altri meccanici e spetimentatori anglo-
sassoni, egli non proveniva da aristocratici ambienti accademici. Figlio di un
mugnaio di Nottingham, si formd da autodidatta, studiando per conto suo la
letteratura scientifica francese. Solo a quarant’anni, quando gid aveva scritto
i suoi lavori pilt importanti, poté entrate in un « College » di Cambridge diven-
tanto « bachelor of arts».

1l contributo di Green al nosiro problema si trova in due memorie del
18373* ¢ del 1839 3. Ecco qual & il concetto « epistemologico » propugnato
da Green: anziché pretendere di afferrare intima radice della realtd, & assai
pit prudente ed economico limitarsi a trarre tutte le conseguenze possibili
da alcuni principi generali che servono da base del nostro ragionamento. Ebbene,
per descrivere il comportamento elastico dei cotpi & del tutto sufficiente assu-
mere il seguente principio: « Qualungue siano i modi con ¢ui gii elementi di un sistema
materiale nteragiscono, se twtte le forge interne sono moltiplicate per gii spostamenti
elemontari nelle rispettive direzioni, la loro somma per ogni porione del corpo dev’essere
sempre il differensiale esatto di wna gualche funzione » *°.

Detto in modo pitt esplicito, il principio di Green viene ad affermare che
la forma differenziale espressiva del lavoro interno sviluppato per unitd di
volume, in cotrispondenza di una variazione infinitesima della deformazione,
& il differenziale esatto di una funzione @(exx, Exy, Eyx, -, €2z) denominata dew-
sita di energia potenziale elastica.

Tale inctemento di lavoro interno pud dunque scriversi in generale cosi:

de = Gux dexx + Oxy deyx + Gyx dexy + oyy deyy - +on G2z dess (11.20.3)

Affinché do sia un differenziale esatto dovtd aversi:

_ % 99 .99
de = Yo dexx + E deyx - - desy +
+ R eyt den (11204)
Ty ZZ

3+ G, Green, On the laws of Reflection and Refraction of Light at the common surface of Twe Non-
arystallized Media, “Mathematical Papers of the Jate George Green”, pp. 243-269; 281-290, London
1871; “Transl. Camb. Phil. Soc.”, 7, pp. 1-24; 113-120, 1839, .

35 G, Green, On the propagation of Light in crystallized Media, “Mathematical Papets”, cit,
pp. 291-311; “Transl. Camb, Phil. Soc.”, pp. 121-140, 1842.

36 G. Green, “Mathematical Papers™, cit., p. 245
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e percio, dal confronto della (11.20.3) con la (11.20.4), risulta che il legame
elastico & definito dalle equazioni:

A

— é’Tq_’_ Gi=x7,2) (11.20.5)

Queste sono appunto le importanti equazioni di elasticitd ottenute da
Gteen. Esse tiescono a esprimere U'essenza del fenomeno, ossia il carattere con-
servativo delle forze interne associate alla deformazione elastica: sappiamo infatti
che se il lavoro di un sistema di forze per un incremento infinitesimo degli
spostamenti & un differenziale esatto, questo basta perché le forze siano conser-
vative (cfr. par. 3.4). In modo equivalente si pud anche dire, alla luce del con-
cetto energetico di Green, che la deformazione elastica rappresenta un pro-
cesso reversibile; la tensione non dipende dalla « storia » della deformazione ma
solo dal suo stato attuale, dimostrando cosl pienamente la natura elonoma del
legame, e cessata la sollecitazione il corpo réiforsa nella sua configurazione di
tiposo, senza conservar traccia di quel che gli & accaduto. '

Passiamo ai casi particolari: se si vuole che la relazione tensione/deforma-
zione sia lineare, si deve supporre che ¢ sia una funzione quadratica nelle ey,
e ciog sia del tipo:

1 -
P = ? z Eiquaijqu (1: P-9=X%Y, Z) (11'20'6)

id.ma
Orhene, applicando la (11.20.5), ci si rende subito conto che i coefficiénti
Eijpq possono essete raccolti e ridefiniti in modo da soddisfare, infine, le nove
condizioni di simmetria « forte »:

Eiqu = quij (11.20.7}

Cid riduce le costanti elastiche da 36 a 21 contro le 15 della teoria mole-
colare: questo tisultato di Gtreen non & petd originale poiché la (11.20.7) era
gid stata ottenuta da Cauchy. Per il cotpo isotropo, la cosa pil semplice &
supporre che Ienergia ¢ abbia una «struttura » invariante alla rotazione degli
assi. Che altro si potrebbe pretendere? Tale condizione implica dunque che ¢
sia funzione degli invarianti della deformazione I, IT,, TI1; :

¢ = o(l., 1T, 11L.) (11.20.8)

Se poi il legame & lineare, 'energia non pud che contenere termini qua-
dratici nelle e;5; ne segue necessariamente la forma:

p=C,E+C,II, (11.20.9)

con Cy, C; costanti. B cosi ritrovata la tesi dei « multi-costanti» (come li chiama
il Todhuntes, ossia gli oppositori della teotia molecolate « rari-costante »): nel
cotpo elastico lineare e isotropo i coefficienti sono due e non uno.
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La costruzione di Green & ammirevole: da un solo principio scaturiscono
tutte le proprietd del legame costitutivo, e non occottre introdurre ipotesi « sus-
sidiarie » sugli atomi puntiformi di Boscovich, ma anzi si pud far astrazione
da esse. Una grande « economia di pensiero », per usate 'espressione di Mach,
& cosi realizzata. Invece di affastellare congetture sulla realtd fisica, lo scienziato
riesce a dominare i dati dell’esperienza quasi per una «sospensione di giu-
dizio »: mentre i paladini francesi di Navier dovevano sostenere un’impari
battaglia, scontrandosi con una fisica dei solidi per buona parte immaginatia,
i paladini inglesi di Green possono tagliar corto e restar saldi sulle elementari
premesse matematiche che governano ogni processo reversibile. L’esito della
« controversia » era dunque scontato. Il Love, dopo aver citato in sovrappilt
le esperienze di W. Voigt (~1880) sui corpi anisotropi che non confermano
le previsioni della teoria molecolare, conclude con queste parole: « Tale teoria
& stata soltanto una fase sullo sviluppo del pensiero scientifico, ed essendo
setvita come mezzo per dare generalitd all’argomento, essa deve lasciare posto
a un metodo ancor pilt generale» 37, Cosl & accaduto, in veritd: la teoria di
Navier-Cauchy-Poisson-Saint Venant fu tosto dimenticata a favore dell’assio-
matismo oggi dominante nella meccanica dei continui. Essa resta tuttavia un
affascinante « sentiero interrotto»; né si pud escludere che le moderne pils
matute conoscenze del modello molecolate non consentano un ritorno alle
intenzioni ambiziose dei pionieri che ne avevano ravvisato le prime tracce.

11.21 CONDIZIONI LOCALI SULLE COSTANTI E, v

Applichiamo ora i concetti enetgetici proposti da Green per determinate
alcune elementari, ma importanti, limitazioni sulle costanti elastiche E e v che
caratterizzano i materiali elastici lineari isotropi. Noi sappiamo gid che, nel
caso di isotropia, coincidono le ditezioni principali della tensione con quelle
della deformazione: cid, del resto & confermato dalla struttura formale delle
equazioni di legame (11.18.12).

Considerato dunque in un corpo elastico un punto generico, poniamoci
nel riferimento principale: rispetto ad esso sussistono soltanto le tensioni not-
mali oy, ¢31, 0qyp € le dilatazioni lineari:

—_

(0'1_ voy; + cs111))

€ =

(61— V(61 + 6117) (11.21.1)

.y
1
tn =g

1
ST R (UIII'_' (o +o50)

37 A, E. H. Love, A freatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 1, p. 20, Cambridge, 1892,
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La densita di energia elastica & dunque fornita dalPespressione :

1
¢ = 5 (o181 + oy + oo rp) =

1
=3E (G% + of + oin— 2v(o; o1+ 01300+ Opyg 51)) (11.21.2)

N

Otbene, I'energia elastica &, per sua natura, una quantiti positiva, quale
che sia la determinazione delle grandezze oy, Gy, Opppe Questo allora impone
che sia positivo il disctiminante della funzione quadratica (11.21.2), ciog il
determinante formato con i coefficienti delle tre detivate patziali ottenute deri-
vando ¢ rispetto a oy, poi tispetto a oy € a oy

Deve aversi:

. 1 —_y  —v
detf=|—v 1 —v|I>0 (11.21.3)

-y —v 1

Inoltre debbono essere positivi i due discriminanti minori che si ottengono
trascurando la prima riga e Ia prima colonna, poi le ptime due righe e le prime
due colonne. Ossia:

111 —

det { - d

E

—v 1

.,
}>0 >0 (11.21.4)

Sviluppando i calcoli si ottiene:

1+v2(1—2 1—y2
(+)E( W _g o TN, %>0 (11.21.5)

. Laterza di queste disuguaglianze dice che B deve essere di valore posi-
tivo. La seconda aggiunge che v deve essere compreso tra + 1 e —1. La prima

infine delimita ulteriormente v, escludendo che possa essere maggiore di =
Quindi,‘ per ogni materiale elastico lineare isotropo, sono sempre soddisfatte
le condizioni:

1
E>0  —l<vas, (11.21.6)

Come si vede, siamo pervenuti a conclusioni abbastanza stringenti, in
metito al comportamento reale dei materiali, pur senza dover fare appello
diretto all’esperienza. E questo uno degli aspetti — ¢ non certo il principale —
che rendono suggestiva ¢ promettente Pimpostazione teorica qui brevemente
descritta sui legami costitutivi.



