a0 : Stati elastici [Cap. TV]

Appare opportuno raccogliere nel quadro seguente le relazioni tra
le varie costanti elastiche, in quanto nella trattazione dei diversi pro-
blemi particolari conviene evidentemente fare uso delle costanti che
conducono a relazioni formali pitt semplici.
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41. Problema dell’equilibrio elastico isotropo.

Possiamo ora formulare in modo completo il problema dell’equi-
librio per un solido elastico omogeneo isotropo, di determinare cioe
lo stato di tensione-deformazione assegnate le forze di volume p; nei
punti interni, le forze di superficie f; nei punti di una porzione A4;
della frontiera A e gli spostamenti w; nei punti della porzione rima-
nente 4,.

Il problema & fondato sulle equazioni di congruenza e di vin-
colo [38.1] e [38. 2], sulle equazioni di equilibrio indefinite ed ai li-
miti [38. 3] e [38. 4] e sulle relazioni di elasticita isotropa [40. 5].

Poiché tutte le relazioni citate hanno carattere lineare, siamo in
presenza di un problema lineare al contorno di tipo misto, in quanto
le forze di superficie e gli spostamenti sono preseritti su porzioni com-
plementari, 4; e 4, rispettivamente, della frontiera A delimitante il
volume V occupato dal solido elastico.

In casi particolari pud accadere che siano assegnati sull’intera
frontiera o soltanto gli spostamenti u; o soltanto le forze f;: ci ridu-
ciamo allora a due problemi speciali ottenuti evidentemente dal pro-
blema generale ponendo rigpettivamente 4, = A oppure 4, = A.
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In considerazione di tali possibilith appare opportuno poter espri-
mere tutte le equazioni sopra indicate unicamente in termini delle
componenti di spostamento nel primo caso oppure delle componenti
di tensione nel secondo.

a) Bquazioni del problema in termini di spostaments.

Sostituendo le equazioni di congruenza [38.1] nelle relazioni di
elasticitd [40. 5] otteniamo le componenti di tensione in funzione dei
gradienti di spostamento:

Oy = puUy; + 5 5) + Oy Awy [41. 1]
e quindi le equazioni indefinite di equilibrio:
1 (g0 g 50) A Oy A + py = 0. [41. 2]

Eseguita l'operazione indicata dalla funzione di Kronecker e in-
trO('iotto Poperatore di Laplace Vu; = u, ;;, le equazioni indefinite nelle
derivate seconde delle componenti di spostamento assumono la forma:

uVau, + A+ w)ug; +p;, =0, [41. 3]

In modo analogo per le equazioni di equilibrio ai limiti [38. 4] otte-
niamo:

Lpe(uy; + 5 5) + 5 Awy I my = f, [41. 4]
e sviluppando le operazioni indicate, anche:
o (U 4 U ) R+ Ay omy = f; . [41. 5]

Le equazioni differenziali [41. 3] e le corrispondenti condizioni ai
limiti [41. 5] rappresentano la formulazione completa, dovuta a Na-
VIER', del problema dell’equilibrio elastico isotropo in termini di com-
ponenti di spostamento.

Deriviamo ora ciascuna delle tre equazioni [41. 3] rispetto alla
variabile corrispondente w, :

pVU; + A+ p) w0 + 95, =0, [41. 6]
e sommiamo le tre equazioni cosi ottenute rispetto all’indice j:
(A+2u)Vu,;, +p,;,=0. [41. 7]

4 . . :

Se le forze di volume sono costanti, cioé P;,; = 0, discende dalla
[41. 7] D'interessante proprietd che u; ; risulta una funzione armonica
perché verifica 1’equazione di Laplace:

Vﬂi,.é — O 9 . ’ [41. 8]
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