1 Punto materiale iperelastico lineare

Un punto materiale elastico lineare p, si dice iperelastico se esiste una funzione
scalare 7 (€, p) tale che

on(e,p)
oe 7 W

La funzione scalare 7(e, p) ¢ la densita di energia potenziale elastica (spesso indicata
anche come energia di deformazione elastica).

Poiché fra sforzo e deformazione esiste una relazione lineare, si puo scrivere
o = Cle] e, in forma scalare 0ij = Cijul €xt (2)

C si puo rappresentare con una marice quadrata di nove righe (tante quante sono
le componenti di o) e nove colonne (tante quante sono le componenti di €) ovvero
con 81

In realta, o e € hanno solo 6 componenti indipendenti ciascuno, per cui i di C si
riducono, solo per questo, a 36.

Inoltre, tenendo presente la (1) e la (2), si ottiene

o

871-]- =04 = Cijui €m (3)

e pertanto

on
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gkl 8eij86kl
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Ora, ricordando la proprieta di simmetria della derivata mista di una funzione di
piu variabili,

or  Or
aeijﬁekl n 86;9186”*

= Cijrr = Chij (5)

e osservando che la (2), si rappresenta nella forma



011 €11

099 Ciiir Crize -+ Cyyog €99
033 B Coai1 Caogaa -+ Cagos €33 (6)
012 : : : €12
013 Casin Caogaa -+ Casog €13
023 €23

per la (4)s risulta simmetrica (per es. Cjj2a = Ca911) € quindi i suoi coefficienti
indipendenti sono 6 x (6 +1)/2 = 21.



2 Punto materiale elastico lineare isotropo

Si puo dimostrare che la relazione costitutiva dipende da due costanti ed ha la forma
o = 2ue+ \(tre)I (7)
ove e A sono le costanti di Lamé.

Utilizzando le componenti speciali dello sforzo, La (7) si scrive

11 012 013 €11 €12 €13 1
021 0322 023 =2u | €1 €2 €3 |+A(€11+€2+e€ss) -1 (8)
031 032 033 €31 €32 €33 -1

che, scritta nella forma (6) ¢

011 2u + A A A : : : €11
092 A 2,& + A A : : : €929
033 _ A A 2/11 + A - : : €33 (9)
012 . . . J7 . €19
013 . . . A €13
093 . . . . C €93

La (7) si puo invertire facilmente osservando che, in 3D, tr] =3 , e che

tro = (2u + 3\)tre (10)
per cui
1
€ A (tro)I (11)

“ 20177 2u+ 3

che, nella forma corrispondente a (12), si scrive

2 S _ A _ A . . .
€11 p(2p+3X) 2p(2u+3X0) 2p1(2u+3X0) 011
. A B+ o A . . .
€22 2p(2p+3X) n(2u+3X) 2u(2p+3X) 022
€ o A o A pEA . . i o
3 = 2u(2p+3X) 2u(2p+3))  p(2u+3X) 33
€12 . . . i . . 012
€13 . . . . ﬁ . 013
€23 . . . . . L 023




Si consideri il caso dello stato di sforzo uniassiale e si ponga

g

(o) =

dalla (11) si ottiene

€

(e)=| - —ve
—Ve
con
1

€= 20
e

E:/UL(Q,u—i—S)\)7 L A

p+ A 2(p+AN)

Dalle (16) si ottiene

14
A = 9
1— oM

v A
E  2u2p+3))

Utilizzando la (17);, poi, risulta

1+v
QW+3N = 2
oot AR
u
N =
ot 1— 20

che, sostituite nella (16);, danno

E=2u(1+v)

(12)

(13)

(15)

(16)

(17)



per cui, in definitiva, le espressioni di y, A, in funzione di E, v, sono

FE vE

T SR S Ty (19)

Pertanto si puo scrivere

€= % (1+v)o —v(tro)I] (20)

Dalla (20) si ottiene

tre= "o = tro— i (21)
re = ro 1o = o tre
e quindi
E
= tre)I 22
=17 €+1_2y(re) (22)

Si osservi che nel caso di deformazione monoassiale, ad esempio €17 = €, €99 =
es3 = 0, dalla (22) si ottiene

1—v
= E 23
on (1 i 1/)(1 _ 2V) €11 ( )
v E (24)
099 = O33 = €
22 33 1+ 0)(1—20) 11
mentre la relazione ¢ = FEe€, corrispondente a uno stato di sforzo uniassiale, €

associata allo stato di deformazione triassiale €17 = €, €99 = €33 = Ve.
Si osservi che le relazioni (23) e (24) si possono scrivere nella forma

1—-v
=L E* = E 25
o1 €11 con 1+ v)(1—2v) (25)

v
ok = 0 = E € 26
22 33 - 11 (26)
La relazione (25) ¢ formalmente analoga a quella che caratterizza lo stato di sforzo
monoassiale, con la sola differenza che il modulo di Young, F, ¢ stato sostituito dalla

costante E*, che chiameremo modulo di Young apparente.
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Figura 1: E* in funzione di v Figura 2: 099 in funzione di o3

~

Ora e interessante notare che per i materiali pit comuni v ~ 0.3 per cui E* ~
1.4 E, ovvero il materiale esibisce un modulo elastico apparente maggiore di E,
ovvero appare piu rigido. Questo effetto ¢ denominato di confinamento.

Nella Figura 2 viene mostrato il grafico delle funzioni (25), 26, ricordando che v
puo’ assumere valori nell’intervallo (—1,0.5).

*
Si consideri ora il campo dello spostamento

k

ui(p) = 5[563 + (2} — 23)]

us(p) = kvaixe

ug(p) = —kxixs (27)
Risulta

vkaxq .
(€) = - vkxy - (28)
—k’l’l
per cui
tre = —(1—2v)kr
Y tre = —vka; (29)



e quindi

I vk, . . —vka,
(o) = - vkax : + . —vkay
14+v
—kxl . : _kxl
ovVVero
033 = —Ekl’l = 045 = 0 \V/(’l,]) # (373> (30>

Il risultato ottenuto e visualizzato nella Figura 4 che rappresentalo stato di sforzo
al bordo di un dominio a forma di prisma a base rettangolare.

Figura 3: Rappresentazione dello stato di sforzo

Usando le costanti di Lamé, si ottiene

vkx, . . kx, - .
(o) = 2u - vkm : —A(1—2v) - kxy - (31)
—k’[l)l . . k?l’l

Ricordando la (17); e osservando che A(1 — 2v) = 2uwv, si ottiene

20+ 3A
p+ A

033 = — U kxy = oy =0 V(i,j) # (3,3) (32)



3 Compressione e componente tangenziale

Si consideri un punto in cui agisce uno stato di sforzo composto da compressione e
taglio, vedi Figura 4 La matrice che lo rappresenta ¢

Figura 4: Stato di sforzo composto
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Cerchiamo le tensioni e le direzioni principali. Per questo bisogna risolvere il se-
guente problema agli autovalori

((,——AI)n:(_TA _;_p)(g;):o (34)

Si ricava facilmente che i due autovalori sono

\ - PHVpAAr
L =
2

—p— /D2 L 472
M P VP HAT (35)
2
Sostituendo A; nella (34) si ottiene
_ /02§ 472
_Tp+ 2p+7—n1+7'n2:0 (36)



ovvero

N2 _ _p + V p2 + 47_2 (37)
2T

— =tana
m

ove o e l'angolo che n forma con l'orizzontale. Analogamente, sostituendo As nella
(34) si ottiene

—p — 2 1472
@ = tanay = p P AT (38)
nq 2T

E’ interessante vedere cosa succede quando 7 — 0 e 7 — 00, che corrispondono ai
casi di compressione uniassiale e taglio puro, rispettivamente. Poiché gli autovettori
sono ortogonali, e sufficiente analizzare cosa succede in corrispondenza di un solo
autovalore. Consideriamo per esempio la (38).

—p— /D2 + 472
lim —2 p+T:oo = oz1—>z (39)
7—0 21 2
mentre
e 2 1 42
Jim ’ 2]; - (40)

¢ una forma indeterminata. Per risolverla, si consideri la forma equivalente

i “P VPP AT —pt P A —47? (41)
1m = 11m
700 27 —p /P2 F4r2 79027 (—p + /P2 + 472)
-2
=lim ——— =1 = a1—>—£
T—>00 _Tp+ %4—4

La Figura (5) rappresenta la direzione delle direzioni di fessurazione al variare
del rapporto 7/0.



Figura 5: direzioni di fessurazione

E’ interessante dare una rappresentazione grafica dei risultati precedenti. A tal
fine, posto

VpE 442 =p+ k(1) ove k(1) >0 V7 #0, 7=0=k(1)=0 (42)

si puo scrivere

/\1 = k?(T)
N o= —p— k() (43)

Le circonferenze di Mohr che rappresentano lo stato di sforzo al variare di 7 avranno
raggio lungo

SOn= ) =L 1 k(r) (44)

e centro di coordinate

1
cT = 5()\1 + )\2) = —g
Cy = 0 (45)
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Figura 6: Circonferenze di Mohr

Dunque sono circonferenze concentriche il cui raggio cresce al crescere di 7. La
Figura 6 mostra chiaramente come per 7 = 0 la circonferenza ¢ tangente all’asse
verticale, per 7 — oo le direzioni principali tendono ad essere inclinate a 45°.

Si consideri ora il valore limite dello sforzo di trazione, e lo si indichi con o*. Ci
chiediamo quale sia, assegnato p, il valore massimo dello sforzo tangenziale che si
puo applicare senza che vi sia rottura per trazione.

1
ot = 5(—p+ Vp?+4r?
20 +p = /p?+4r?

(20" —I—p)2 = p?+47?

T = Vo*(o*+p)
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